P2ECS 2017 - 2018

Révisions pour I’entrée en deuxieéme année

Chapitre 1 : calculs !

1. Puissances et racines

Rappels :
o 0" xa¥ =a"" " = (a")!, — =a" ", gy

a* a¥y

a
o Vab = /aVh, \/7 ve @ _ NG

f Va
o Va2 = la|, Va* = a”
Exercices :
41

1. Simplifier ——.
P 2v/2

65/2

2. Simplifier 3% x 3% et —

10

3. Calculer H ok

k=1

2. Factorielles et coefficients binomiaux
Rappels :

e (n+1)!=(n+1)xn!

o nl= Hk

e Si une suite (u,) vérifie u, 11 = (n + 1)u,, alors u, = n! X g

1
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()

Exercices :

! ! 1 1
1. Simplifier l, L, et — — ——.
n’ nn—1) nl (n+1)!

2. Simplifier (Z) .

-1
3. Montrer : k (Z) =n (Z 1) (formule a apprendre par coeur, pour les calculs d’espérances)

2" n
Simplifier le rapport Untl

n2n Uy,

3. Systemes linéaires

4. Soit u, = et en donner un équivalent.

Résoudre les systemes suivants, uniquement par méthode du pivot :

_ r+y+z2==06
(1){ ;U;fy:i 2)0 z+2y+32=14
y= 3z +2y+2:=7

4. Dérivées :

1 1 g 1
Dériver , , * , ¢ ,cos | — |, e~ (2e*+3r+1)
204+ 1 224+2x 41 1—=x x

5. Développements limités et équivalents :

Calculer les développements limités suivants, a l'ordre 2 :
1
24z

sin x

2.
x

3. In(n+ 1) — In(n) quand n tend vers oo

4.

Donner un équivalent pour les fonctions ou suites suivants :

—_

. In(2? + 1) — In(2?) en +o0

1
2. ——— quand z tend vers 1

V1—22

3. e—en()
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Chapitre 2 : algebre linéaire

1

10

11

12

. Ecrire sous forme de Vect :

(a) E={(r,y,2) €R*/x+2y — 32z =0}
() F={(z,y,2) €ER* /z+2y=0et v —2z=0}:

(c) G:{(Z b_@) /(a,b)ER2}:

Montrer que G (défini a la question précédente) est un espace vectoriel.
La famille des vecteurs @ = (—1,3,2),7 = (7,0, —5) est-elle génératrice dans R? ?

Pourquoi la famille ((X — a)k)o <y, est-elle libre dans K[X] 7

2 0

e . N 1 -1
Donner 'application linéaire canoniquement associée a A = (

Justifier que 'application f : R? — My (R) définie par f(a,b) = < “ _lia— b " i b ) est une

application linéaire injective. Donner son rang. Ecrire sa matrice dans la base canonique

de MQ(R)
Soit g I'application g : R3[X]| — R3[X] définie par g(P) = XP'(X) — 2P(X). Justifier

que g est linéaire, donner sa matrice dans la base canonique de R3[X], donner le rang de
g et dire si g est injective. Si ce n’est pas le cas, donner son noyau et son image.

Déterminer la matrice, le rang et 'image de f : R3 — R3 définie par :
flz,y,2)=(x+y+z,2—y+z2,2+3y+2)

801tA—(34>etf.{ Mo MA

Justifier la linéarité de f et écrire sa matrice dans la base canonique de My (R). Quel est

le rang de f 7

3 =20
.Soit A= 1 0 0 | et fl’endomorphisme canoniquement associé a A.
0 10

(a) Calculer Im f et Ker f.
(b) Soit e; = (0,0,1), e = (1,1,1), e3 = (4,2,1). Montrer que (ey, ez, e3) est une
base de R3.

(c) Calculer f(e1), f(e2) et f(es).

(d) Donner la matrice de f dans la base (eq, ez, €3).

1
. Montrer que A = ( 5 1

) est inversible et calculer son inverse.

1 -1 0
. Calculer I'inverse de A = 0 1 1
1 2 5
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Chapitre 3 : indications et réponses

Chapitre 1

Puissances et racines

1
1. — 2. 31/2 ot 312 « 25/2 — 4./6

V2
3. 2%imik — 95 — 9%,

Factorielles et coefficients binomiaux

n n(n —1)

L. (n=1! (n—2)! et CE] 2. 5

3. Développer les coefficients binomiauz avec les factorielles

4 Un+1 _ 2\/% z

Up, n—f—lx/n—f—lwn

Systemes linéaires

Hy=2z=1 (2) z=-3,y=14,x = -5

Dérivées
2 2z + 2 1 e(2-2) 1 . (1 .
B N - — —(4 3)e*® +2z+1
(2$+1)2’ (x2+2x)27 (x+1)27 (1_$)2 y $2 S11 (m), ( T + )6

Développements limités et équivalents

z? 5 z? ) 11 ) )
l. ———4+—+o0(z") 2. 1——+0(2") 3. ——=—=+o | — 4. 142z +22° +o(z7)

8

|
18

Chapitre 2

1. a) E = Vect ((—2,1,0), (3,0,1))  b) F = Vect ((1,—1/2,1))

D)

2. Un Vect est toujours un espace vectoriel !

Sinon : vérifier

e que la matrice nulle est dans G (a =b=0)

e la stabilité par cbl (en notant M(a,b) les éléments de G, on vérifie facilement que

M{(a,b) + AM(a',b) = M(a+ Ad’,b+ V)
3. Non car famille de cardinal 2 dans un espace de dimension 3.

4. Famille échelonnée en degré.
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5. f:R? — R? définie par :
V(z,y) eR*  fla,y) = (¢ —y,21)
6. e Linéaire : ¥((a,b), (d,b),\) € R* x R* x R,
f((a,b) + Xd', b)) = fla+ Ad',b+ \)

a4+ a +b+ N\ b+ N\
b+ A\ a+ Aa' — (b+ \V)

= f(a,b) + \f(d,V)

a+b=0
e Injective : f(a,b) =(0) <= ¢ b=0 Sa=b=0
a—b=0

e Rang : par le thm du rang, rg(f) = dim(R?) — dim( Ker (f))=2—-0=2

o Matrice de f : la dimension de [’espace de départ est 2 donc 2 colonnes ; celle de
I’espace d’arrivée est 4 donc 4 lignes;

la premiére colonne représente f(1,0) = ( (1) (1) ) 3

la deuzieme colonne représente f(0,1) = ( 1 _i > ;

donc Mat(f) =

_ O O =

1
1
1
-1

7. Matrice de g : 4 lignes et 4 colonnes
Premiere colonne donnée par : g(1) = =2 ;
deuzieme colonne donnée par : g(X) =—-X ;
troisieme colonne donnée par : g(X?) = 0;

quatrieme colonne donnée par : g(X?) = X?

-2 000

0 -1.00

donc M = Mat(17X7X2,X3)(g) = 0 000
0 001

La matrice étant diagonale, la question du rang est facile : rg(g) = rg(M) = 3.
Im(g) = Vect(g(1), g(X), g(X?),9(X?)) = wect (1, X, X?)

Par le théoréme du rang, dim( Ker(g)) =1 ;
or X? € Ker(g), donc Ker(g) = wvect (X?).

1 11
8. M=Mat(f)y=|[1 -1 1
1 31



P2ECS 2017 - 2018 6

qui devient apres les opérations : C3 + C3 —C1, C2+ C2—-C1 :

o O =
|
DO O
o oo

matrice échelonnée a trois colonnes dont une nulle, donc : rg(f) =rg(M) =2
Im (f) = wvect (f(1,0,0), f(0,1,0, £(0,0,1)) = Vect ((1,1,1), (1, —1,3))

9. e Linéarité : V(M,M') € My(R)> VA € R f(M + M) = (M + A\M')A = MA +
AM'A = f(M)+ (M)

(M
e Matrice : dim(My(R)) =4 donc matrice a 4 lignes et 4 colonnes.

Premiéere colonne donnée par : f(( 1 8 )) = ( (1) (2) >
deuzxieme colonne donnée par : ( (1) )) = ( g é )
troisieme colonne donnée par : ( 8 )) = ( ? g )

. . 0
quatrieme colonne donnée par : (( ) = ( 3 )
donc

1 300
2400
M = M(Zt(17X7X27X3)(g) = 00 1 3
00 2 4

rg(f) =rg(M) =4
10. (a) Im(f)= Vect((3,1,0),(—2,0,1)) et Ker (f) = Vect ((0,0,1))
(b) Famille libre et cardinal = dimension de R3
(c) f(e1) =(0,0,0); fle2) = ez et fles) = 2e;
0 00
(d) Mat(e ese0)(f) =

o O
o O

1
0

1 _
11. ad — bc = —3 # 0 donc matrice inversible ; A~! = -3 ( _; ? >

12. Demandons le résultat a Scilab :

-—> A=[1-10; 011 ; 125]

A =
1. -1. 0.
0 1. 1
1 2. 5
--> inv(A)
ans =
1.5 2.5 -0.5
0.5 2.5 -0.5
-0.5 -1.5 0.5
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Devoir maison pour le 08 septembre 2017
Algebre linéaire et polyndomes

EXERCICE 1 : les polynéomes de Bernstein

On note B, ; les polynomes définis pour tout n € N par :

n

B,k (X) = (k:) X*(1—X)""*sike[0,n], et sinon B,x(X)=0.

1. Dans cette question uniquement, n = 2.

(a) Calculer les By, pour k € [0, 2].

(b) Déterminer la matrice Ky de la famille (Bsg, Ba 1, B22) dans la base canonique de
Ry [X].

(c¢) En déduire que la famille (Bs, Ba1, Ba2) est une base de Ro[X].

2. Montrer que Vn € N Z Buk(X)=1.
k=0

-1
3. Montrer que, pour n € N* et tout k & [1, n], ’f(Z) = n(Z 1)_

En déduire la valeur de Z kB, x(X) pour tout n € N*.
k=1

4. Montrer que, pour tout n € N* et tout k € [1,n], on a :

Bup(X) = (1 — X)Bpoyo(X) + X Byt 51 (X)

5. Montrer que pour 0 < < k <n: k " = n n—?.
) k 1 k—1

n\ .. "k
En dédui X' = B, .(X).
n déduire que <z) Z (z) (X))

k=t

6. Justifier que, pour tout n € N*, la famille (B, x)o<k<n €st une base de R, [X].
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EXERCICE 2 (Edhec)

Dans tout le probleme, la lettre n désigne un entier naturel.
On note P, I'espace vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré inférieur ou égal a n.
On note N, le sous-espace vectoriel de R, [X] constitué des fonctions polynomiales P de degré
inférieur ou égal a n, et telles que P(0) = P(1) = 0.

Pour tout entier naturel k on pose P, = X*(X —1).
On note B = (1,X,---,X") la base canonique de R,,[X].

1. (a) Montrer que, si P € N, o, il existe un polynome @ € R, [X] tel que
P(X) =X(X -1)Q(X)

(b) Montrer que C = (P, P1,..., P,) est une base de N, 5. Donner la dimension de
Npio.

2. On considere Papplication linéaire v définie sur N, o par : v(P) = P”.

(a) Pour tout k de [[0,n], exprimer v(Fy) en fonction des éléments de B ; en déduire que
Im (v) C R,[X].

(b) Expliciter v(Fy), v(P;) et v(FPs).

(c) Donner la matrice A de v relativement aux bases C' (au départ) et B (a l'arrivée).

(d) En déduire que v est un isomorphisme de N, sur R, [X].

3. Soit k € [0, n].
k
(a) Simplifier la somme Si(X) = Z P;(X).
=0

(b) Justifier que Si € N, 12 et calculer v(Sk).
(c) En déduire I'antécédent de X* par v, puis la matrice A=,

(d) Cas n=1 : expliciter la matrice A, puis vérifier par le calcul la valeur trouvée pour
A" (les calculs devront figurer sur la copie).

4. On considere I'application w définie sur R, [X] par :

(w associe & P la dérivée seconde du produit (X? — X)P(X)).
(a) Montrer que w est un endomorphisme de R, [X].
(b) Pour tout k de [0,n], déterminer w(X*).
(c)
)

(d) w est-il un automorphisme de R, [X] ?

En déduire que la matrice de w dans B n’est autre que la matrice A.
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Devoir maison parisienne :
une partie du sujet ESSEC 2017

Soit E/ un espace vectoriel réel et A une partie non vide de E.
On dit qu’'un élément a de A est extremal si :

V(z,y) € A* (xzﬂza>:>ac:y:a.

Partie I : étude d’un exemple dans M,(R)

Dans cette partie, on note A, I'ensemble

A2_{(1f‘a 1;0‘) /aG[O,l]}

01 ) Par ailleurs, on note [5 la matrice identité de My(R).

et J la matrice J = ( 10

1. Description et propriété des éléments de A,.
(a) Vérifier que Ay = {al + (1 — a)J, a € [0, 1]}.
(b) Soient (a, 3) € [0, 1)% et (Ma, Mp) € AZ, montrer que

1
§(MQ+MB) €A

¢) Déterminer les éléments M, de As qui sont inversibles dans M (R). Pour ceux-ci,
Détermi les élé ts M, de A i t i ibles dans M(R). P i
donner I'expression de M ' et préciser pour quelles valeurs o € [0,1] M, ' € A,.

2. Points extremaux de A,.
(a) Montrer que I, et J sont des points extremaux de As.
1 1
(b) Soit a € }0, 5}, vérifier que M, = Q(Mga + J) ; en déduire que M, n’est pas
extremal.

, M, n’est pas extremal.

1
(c) Par une méthode similaire, montrer que si o € [5, 1

Partie II : étude de ’ensemble des matrices bistochastique et de
ses points extremaux

Dans toute la suite du probleme, n est un entier supérieur ou égal a 2 ; on note :

o =M,(R);

o .An = {M S Mn(R) /V(Z,j) € [[Ln]]2 my,; >0, Vi € [[1,71]] imi,j =let Vj € [[1,71]] imi’j =1

j=1
I’ensemble des matrices bistochastiques de M, (R),

i=1

}
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e B=(eg, - ,e,) est la base canonique de R".

4. Premieres propriétés de A,,.
(a) Soit M € A, montrer que sa transposée tM € A,.
1
(b) Soit (M, M') € A2, montrer que §(M + M') € A,.
1

(¢c) Onnote Xo = | : | € M, 1(R) le vecteur colonne dont toutes les coordonnées sont,

1
égales a 1. Montrer que si M € A, alors M Xy = X,.

(d) Réciproquement, soit M € M, (R) telle que V(i,j) € [1,n]> my > 0, et telle que
MX, = Xy et 'MX, = X,. Montrer que M € A,

(e) Soit (M, M’) € A2, montrer que MM’ € A,.

5. Endomorphismes et matrices de permutations.
On note S,, I'ensemble des permutations de [[1;n], c’est-a-dire I'ensemble des bijections
de [1,n] dans [1,n].

Soit o € S5, on note f, 'endomorphisme de R™ défini par :

Vi€ [Ln] fo(e;) = eqgy)
On note M, la matrice de f, dans la base B, et on dit que M,, est la matrice de permutation
associée a o.

(a) Quel est le cardinal de S,, 7

(b) Etude de deux exemples : dans cette question n = 3. Pour chacun des exemples
suivants, déterminer la matrice de permutation associée a o, donner la réciproque
o~ ! et sa matrice de permutation associée ; trouver une relation entre M,-1 et M,.

i. Premier exemple : oy est la permutation définie par :
or: 12
2—1
3—3

ii. Deuxieme exemple : g5 est la permutation définie par :
o9: 1—2
23
31
(c) Si o est l'identité de [1,n] (pour tout i € [1,n o(i) =), que sont f, et M, ?
(d) Justifier que les matrices M, sont exactement les matrices présentant sur chaque
ligne et sur chaque colonne une fois la valeur 1 et n — 1 fois la valeur 0.
(e) Sio € S, montrer que M, € A,.
(f) Justifier que "M, = M,-1.
(g) Soit (0,0") € S? ; montrer que f; 0 for = fyoor ; en déduire que M, est inversible et
donner son inverse.

6. Soit o € S, montrer que M, est un point extremal de A,,.



